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EXISTENCE DE POINTS FIXES ENLACE´S A` UNE
ORBITE PE´RIODIQUE D’UN HOME´OMORPHISME DU
PLAN
CHRISTIAN BONATTI AND BORIS KOLEV
Re´sume´. Soit f un home´omorphisme du plan qui pre´serve l’orientation
et tel que f − Id soit une contraction. Sous ces hypothe`ses, on e´tablit
l’existence, pour toute orbite pe´riodique O, d’un point fixe ayant un
nombre d’enlacement non nul avec O.
1. Introduction
Un re´sultat classique duˆ a` Brouwer e´nonce que tout home´omorphisme du
plan R2 qui pre´serve l’orientation et posse`de une orbite pe´riodique, posse`de
e´galement un point fixe. Dans le meˆme ordre d’ide´es, on peut montrer [4,
6] qu’un tel home´omorphisme f posse`de un point fixe lie´ a` cette orbite
pe´riodique, en ce sens qu’il n’existe pas de courbe de Jordan C, bordant
un disque D contenant l’orbite pe´riodique mais ne contenant pas le point
fixe, et telle que f(C) soit homotope a` C dans le comple´mentaire de l’orbite
pe´riodique et du point fixe. Une question pose´e par John Franks dans [1]
demeure toujours sans re´ponse :
E´tant donne´ un home´omorphisme f : R2 → R2 pre´servant l’orientation,
existe-t-il pour toute orbite pe´riodique de f un point fixe ayant un nombre
d’enlacement non nul avec cette orbite pe´riodique ?
On sait que la re´ponse a` cette question est positive pour les orbites de
pe´riode 2 (voir [2]) ou de pe´riode 3 [5]. D’autre part, dans une pre´publication
re´cente, Franks [3] utilise la re´ponse affirmative a` cette question comme e´tant
un the´ore`me de Handel (sans re´fe´rence) : on peut donc supposer que cette
question est, soit re´solue, soit en passe de l’eˆtre.
Nous montrons ici qu’un raisonnement tre`s simple et tre`s rapide permet de
re´pondre par l’affirmative a` la question de Franks pour les orbites de toutes
les pe´riodes des home´omorphismes f de R2 pour lesquels f − Id ve´rifie un
condition de Lipschitz. Plus pre´cise´ment :
The´ore`me 1.1. Soit f : R2 → R2 un home´omorphisme qui pre´serve l’ori-
entation et tel que f−Id soit lipschitzienne de rapport k ∈ [0, 1]. Alors, pour
toute orbite pe´riodique O =
{
x, f(x), . . . , fn−1(x)
}
de f , il existe un point
fixe de f , x0, ayant un nombre d’enlacement non nul avec O.
Outre l’inte´reˆt du re´sultat, la simplicite´ de la preuve met en valeur l’avan-
tage qu’il y a a` tester sur cette classe (pas trop petite) d’home´omorphismes,
les conjectures concernant les home´omorphismes des surfaces.
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2. Nombre d’enlacement d’un point fixe et d’une orbite
pe´riodique
Soit f : R2 → R2 un home´omorphisme. On note Fix(f) l’ensemble de ses
points fixes. Un point x ∈ R2 est pe´riodique de pe´riode n si fn(x) = x mais
fk(x) 6= x pour k ∈ {1, 2, . . . , n− 1}. On note
O(n, f) =
{
x, f(x), . . . , fn−1(x)
}
l’orbite de x sous f .
Soit x0 ∈ Fix(f), x un point pe´riodique de pe´riode n et c un arc joignant
x et f(x) dans R2 \Fix(f), on note γc la courbe ferme´e obtenue en joignant
bout a` bout les arcs, c, f(c), . . . , fn−1(c).
On note ω(x0, γc) le nombre d’enroulement de γc autour de x0 c’est a` dire
le nombre d’intersection alge´brique d’une demi-droite ge´ne´rique issue de x0
avec γc (ce nombre est souvent appele´ indice de x0 par rapport a` γc).
Lemme 2.1. Soient c et c′ deux arcs quelconques joignant x et f(x) dans
R









Or si f pre´serve l’orientation
ω(x0, f
k(c−1c′)) = ω(x0, c
−1c′),
d’ou` ω(x0, γc)− ω(x0, γc′) = nω(x0, c
−1c′). 
On peut montrer e´galement que la valeur de ω(x0, γc) (mod n) ne de´pend
pas du choix du point x de O choisi pour le construire.
De´finition 2.2. Avec les notations ci-dessus, on note Lk(x0,O) l’unique
entier l ∈ {0, 1, . . . , n− 1} tel que ω(x0, γc) − l ∈ nZ pour un choix quel-
conque de c et on l’appelle le nombre d’enlacement (ou linking number) du
point fixe x0 avec l’orbite pe´riodique O.
Remarque 2.3. L’appellation « nombre d’enlacement » est justifie´e par la
remarque suivante : Lk(x0,O) est aussi le nombre d’enlacement des deux
orbites ferme´es Cx0 et Cx du champ de vecteurs canonique induit dans la
suspension Tf de f .
Exemple 2.4. Le point fixe de la rotation d’angle 2kpi/nk ∈ {0, . . . , n −
1} a pour nombre d’enlacement k avec l’une quelconque de ses orbites
pe´riodiques.
3. Quelques proprie´te´s e´le´mentaires d’un home´omorphisme f du
plan, tel que f − Id ve´rifie une condition de Lipschitz
Soit g : R2 → R2 une application continue. Si l’ensemble{
k ∈ [0,∞[;∀x, y ∈ R2 : ‖g(x) − g(y)‖ ≤ k ‖x− y‖
}
est non vide, on note Lip(g) sa borne infe´rieure. Sinon, on pose Lip(g) =
+∞.
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Soient x et y deux points de R2, on note [x, y] le segment de droite joignant
x et y.
Lemme 3.1. Soit f : R2 → R2 un home´omorphisme tel que Lip(f−Id) ≤ 1
et x ∈ R2 \ Fix(f). Alors Fix(f) ∩ [x, f(x)] = ∅.
De´monstration. Par l’absurde, supposons qu’il existe y ∈ Fix(f)∩ [x, f(x)[.
On a alors :
‖f(x)− x‖ = ‖(f(x)− x)− (f(y)− y)‖ ≤ Lip(f−Id) ‖x− y‖ < ‖f(x)− x‖ .
D’autre part f(x) ∈ R2 \ Fix(f) car f est injective, ce qui conclut. 
Lemme 3.2. Soit f : R2 → R2 un home´omorphisme tel que Lip(f − Id) ≤
1 et x ∈ R2 \ Fix(f). Alors, f([x, f(x)]) et [f(x), f2(x)] sont homotopes
relativement a` f(x), f2(x) dans R2 \ Fix(f).
De´monstration. Soit F : [0, 1]2 → R2 de´finie par :
F (s, t) = (1− t)((1− s)x+ sf(x)) + tf((1− s)x+ sf(x)).
L’image de F est la re´union des segments de droite [y, f(y)](y ∈ [x, f(x)]).
D’apre`s le Lemme 3.1 y ∈ [x, f(x)] n’est pas un point fixe de f , donc
[y, f(y)] ⊂ R2 \ Fix(f). D’ou` imF ⊂ R2 \ Fix(f). D’autre part, F (s, 0) =
F (0, s) = (1− s)x+ sf(x). On obtient donc une application du disque :
D = [0, 1]2/(s, 0) ∼ (0, s)− R2 \ Fix(f)
telle que F (∂D) = [f(x), f2(x)]∪f([x, f(x)]). On a ainsi re´alise´ l’homotopie.

Soient a, b deux vecteurs de R2. On note (a, b) ∈ [0, pi] l’angle non oriente´
des vecteurs a et b.
Lemme 3.3. Soit f : R2 → R2 un home´omorphisme tel que Lip(f−Id) ≤ 1
et x ∈ R2 \ Fix(f). Alors pour tout y ∈ [x, f(x)] :
(f(x)− x, f(y)− y) < pi/2.
De´monstration. On a :
‖(f(x)− x)− (f(y)− y)‖ ≤ Lip(f − Id) ‖x− y‖ ≤ ‖f(x)− x‖ ,
et par suite : cos(f(x) − x, f(y) − y) ≥ 0. Si l’angle est pi/2, cela implique
y = f(y) ce qui est impossible en vertu du Lemme 3.1. 
4. De´monstration du the´ore`me
Soit O =
{
x, f(x), . . . , fn−1(x)
}
l’orbite d’un point pe´riodique de pe´riode
n d’un home´omorphisme de R2 qui pre´serve l’orientation et tel que Lip(f −
Id) ≤ 1. Soit Γ la courbe polygonale obtenue en joignant bout a` bout les
segments [x, f(x)], [f(x), f2(x)], . . . , [fn−1(x), x] (voir Figure 1) et soit c =
[x, f(x)].
Lemme 4.1. Avec les notations ci-dessus, on a :
(1) Γ ⊂ R2 \ Fix(f),
(2) Pour tout x0 ∈ Fix(f), ω(x0, γc) = ω(x0,Γ) ∈ {−(n− 1), . . . , n− 1}.


















De´monstration. L’assertion (1) re´sulte du Lemme 3.1. En raisonnant par
re´currence et en utilisant le Lemme 3.2, on e´tablit que Γ est homotope
a` γc dans R
2 \ Fix(f), d’ou` l’e´galite´ ω(x0, γc) = ω(x0,Γ). Par ailleurs, le
nombre d’enroulement de Γ par rapport a` x0 est aussi le nombre alge´brique
de croisements d’une demi-droite issue de x0 avec Γ. Ce nombre est donc
ne´cessairement infe´rieur a` n− 1 en valeur absolue. 
Soient C1, C2, . . . , Cr les composantes connexes borne´es de R
2 \ Γ (re-
marquer qu’il en existe au moins une, sinon Γ serait re´duit a` un segment de
droite ce qui est exclu en vertu du Lemme 3.3) et C∞ la composante connexe







ou` ϕ de´signe une de´termination continue de l’angle du vecteur f(x)−x avec
une direction fixe et ou` ∂C est le bord oriente´ de C. Dans chaque composante
d’indice non nul il existe au moins un point fixe de f . Soient S0, . . . , Sm−1 les
sommets de ∂C et a0, . . . , am−1 ses arreˆtes munies de l’orientation induite
par celle de Γ. En un sommet Si, il y a deux configurations possibles quant
a` l’orientation des areˆtes adjacentes a` Si : ou bien ces deux arreˆtes ont des
orientations compatibles, ou bien il y a un changement d’orientation (voir
Figure 2).
Le nombre total de changement d’orientation sur ∂C est un nombre pair
que l’on notera 2p.
Lemme 4.2. Avec les notations ci-dessus, on a : Ind(f,C) = 1− p.













ou` ϕ0i et ϕ
1
i sont les valeurs respectives en Si et Si+1 (i ∈ Z/mZ) d’une
de´termination continue ϕi de l’angle f(y) − y (y ∈ ai) avec la tangente
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Fig. 2 –




i ∈ [−pi, pi] (autrement
dit le vecteur f(y)− y ne de´crit pas de tour complet lorsque y parcourt ai).




i = pi − βi, s’il n y a pas de changement d’orientation en Si,
ϕ1i−1 − ϕ
0
































Nous pouvons maintenant e´tablir le the´ore`me. Le nombre d’enroulement
ω(x,Γ) d’un point x ∈ R2 \ Γ ne de´pendant que de la composante C a`
laquelle il appartient, on notera ω(C,Γ) cette valeur commune. Il nous reste
donc a` e´tablir l’existence d’une composante Ci de R
2 \ Γ telle que :
(1) Ind(f,Ci) > 0 et (2) ω(Ci,Γ) 6= 0.
Lemme 4.3. Soit p ∈ {1, . . . , r} tel que : |ω(Cp,Γ)| = supi |ω(Ci,Γ)|. Alors
Ind(f,Ci) > 0.
De´monstration. Remarquons d’abord que ω(C∞,Γ) = 0 et que ω(Ci,Γ) 6= 0





Par l’absurde, supposons que Ind(f,Cp) ≤ 0. D’apre`s le Lemme 4.2, il existe
alors au moins un changement d’orientation en un des sommets Sk de ∂Cp.
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Fig. 3 –
Fig. 4 –
Alors l’une des composantes Cl adjacente a` Cp en Sk ve´rifie ω(Cl,Γ) <
ω(Cp,Γ) et l’autre Cm ve´rifie ω(Cm,Γ) > ω(Cp,Γ) (voir Figure 4). En effet,
les valeurs de ω(Cl,Γ) et ω(Cm,Γ) ne de´pendent que de l’orientation avec
laquelle on franchit Γ pour passer de Cp a` Cl et Cm. Il existe donc q ∈ {l,m}
(q 6= p,∞) tel que :
|ω(Cq,Γ)| > |ω(Cp,Γ)| > 0
ce qui contredit l’hypothe`se faite sur p. 
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